Transformée de Laplace (3)

1 Llaf(t)]

Démonstration:
Claf®)] = /O Taf(t)ePtdt
= a Oof(t)e_ptdt
0

= aL[ f(t)]
1.1 Propriété de linéarité : E[Cl fl(t) —|—sz2(12)]

Ller f1(t) +eafo(t)] = a1 L[f1(D)] +ca L] f2(?) ]



Démonstration :

(©.@)

Ller f1(t) +cafa(t) ] :/ [c1 f1(t) +cafa(t) e Prdt

0

N /ooo([cl fi#®)]e™P + [eafo(t)]eP) dt
= /000[61 fl(t)]e_pt dt—F/()OOCQfQ(t)e_ptdt

= leooofl(t) e_ptdt—{—Cz/Ooofg(t) e Ptdt

= a LLfi(t)] +c2 L] f2(t)]
1.2 Transformée de Laplace de la dérivée L[ f/(t)]
LIf'®)] = pLIf()] - f(0)

Démonstration :

CIf(t) = / T pe) de



intégration par parties :
Juv' = wv— [ou
u=e P et W' =f

u'=—-pe P oy=f

LLf'()]

1.3 L[e*

Démonstration:




— lim ele—P)t — L
a— P t—ooo a—1p
si p>a alors a — p <0 nous pouvons écrire:
1 1
Lle] = x0—
a—p a—p
1
= o a
1.4 L[sin wt]
W
Llsinwt] = ———
[sin wt] o
Démonstration :
et = cos jwt+ j sin wt
e Wt = cos jwt— j sin wt




aprés soustraction membre 3 membre nous obtenons :

sinwt = %(ejm—e—j‘”t)

ce qui permet d'écrire :

L[sin wt] :/ i.(ej“’t—e_j“’t)e_ptdt
0o 2J
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1.5 L[cos wt]

L[COSU}t] = %
pTtw
Démonstration:
et = cos jwt+ j sinwt
e Wt = cos jwt— j sin wt
aprés addition membre 3 membre nous obtenons :
1 jwit —Jjwt
coswt = —(el¥" eIV

2

ce qui permet d'écrire :

Llsinwt] = / §(ej°”t+e_jwt)e_ptdt
0
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1.6 Propriété de translation

Démonstration :

posons :

s L f(1)]

Ll f(t)] = F(p—a)



posons s =p —a

1.7 Théoréme du retard

(également dénommée deuxiéme propriété de translation)

soit les fonctions f(t) et g(t)

g(t)= f(t —a)pourt>a

avec
{ g(t)=0pourt<a

g(t) est « en retard » sur f(t)
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Démonstration :



on poset—a=uwx

t=x+a

car d(x +a)

=dx

= /g(t)e_ptdt—i—/ g(t) e Ptdt
0 a

— /()“0+L“f(t_a)e_ptdt

Llg(t)] = O+/ f(x) e P+ d (x4 q)

— / f 6 pae pwdiL’

Clgt)] = e / " f(x) e da

= e PLIf(1)
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1.8 Systéme du second ordre L£[e ™ *'sin wt]

Nous avons vu que :

soit f(t) =sinwt

L[f(t)] = Llsinwt]=———=

or nous venons de démontrer que :

F(p—a) = L™ [(t)]

dans cette derniére expression, si nous remplacons f(t) par la fonction choisie au départ, nous
obtenons :

Lle ?sinwt] = F(p—a)

Ce résultat est remarquable et permet d'épargner bien des calculs de fractions rationnelles aux
électroniciens.



On voit que les fonctions analytiques, fonctions variables du temps, sont remplacée par des
opérations sur de simples nombres La dérivation et l'intégration sont remplacées respec-
tivement par une multiplication et une division.

Nous possédons dorénavant une boite a outils bien garnie, nous allons pouvoir commencer 3
travailler. Nous définirons tout d'abord la transmittance de Laplace d'un systéme et les impé-
dances opérationnelles des composants R, LC.
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