Equations différentielles d’ordre 2

1 Deéfinitions :
On appelle équation différentielle linéaire du deuxieme ordre toute équation de la forme :
y" +a(z) y' +b(z)y=u(z)

ol a, b, et u sont trois fonctions continues et y” = [y']” (la dérivée de la fonction dérivée)
Si « u » est la fonction nulle, I'équation est dite homogeéne.

On appelle équation différentielle linéaire homogeéne du deuxiéme ordre a coefficients
constants toute équation de la forme :

y'+ay +by=0

avec a, b, c réels et a non nul.



2 Reésolution

2.1 Cas simple :

Nous allons tout d'abord traiter le cas particulier de I'équation suivante, ne faisant pas appa-
raitre v’ mais seulement la fonction v et sa dérivée seconde y”:

" 2
Yy +wy=0
c'est a dire y"' = —w?y
nous savons que sin’(x) =cos(x) et que cos’(z) = —sin(x)
donc sin”(z) = cos’(x) = —sin(x)

Nous voyons que nous sommes trés prés du résultat.

Essayons la fonctions composée y =sin(wx):

sin”(wzr) = wxcos'(wz)
= wXw X —sin(wx)

= —w?sin(wz)



La fonction U = sin(wx) est donc solution de |'équation différentielle du second ordre
y// + w2y —0
Oui mais... La fonction y = cos(wx) est aussi solution de cette équation différentielle :

cos”’(wx) = wx—sin'(wx)

= w X w X —cos(wx)

= —w?cos(wx)

et plus généralement les fonctions

Y=« COS(WCE‘) + ﬁSiH(WCE‘) sont solutions de cette équation différentielle :

[acos(wz) + Bsin(wz)]” = aw? X —cos(wz) + Pw? x —sin(wz)

= —w?[acos(wz) + Bsin(w)]

. WL ) )
en outre la fonction p.@j est aussi une solution :

[p.e7«%])" Jw X jw xC.eI®
§2w?C.eIw™

— _w2 p Xejwa:



puisque j2 = —1 (« j » étant le « 7 » des électroniciens, c’est a dire le nombre imaginaire des nombres com-
plexes, comme vu antérieurement, la lettre « j » ayant été choisie pour éviter la confusion avec le « i » dési-
gnant l'intensité du courant électrique).

p.@ij est donc aussi solution de cette équation différentielle.

rappel :

p.e?¥* = plcos(wx) + jsin(wz)] est la forme exponentielle d'un nombre complexe [p, 0]
dont p est le module (longueur distance au point 0) et 6 I'argument (I'angle)

avec dans notre cas 0 = wx

2.1.1 Remarques:

t = temps
-Les électroniciens rencontrerons plus frequemment 0 = wt + ¢ avec { w = pulsation
¢ = phase

-La fonction y = a cos(wx) 4+ B sin(wx) est équivalente 3 y = A sin(wx + )

A= VT B

avec
¢ = arctg()

-L’ensemble des solutions de I'équation différentielle y”” + w?y = 0 représente donc I'ensemble
des nombres complexes, c'est & dire le plan complexe. Les mathématiciens diront que
I'ensemble des solutions forme un espace vectoriel de dimension deux, un plan vectoriel.



Si on connait deux solutions qui forment un systéme libre (toute combinaison linéaire nulle de
ces vecteurs implique la nullité des deux coefficients), alors ces deux solutions forment une
base du plan vectoriel et la solution générale est la combinaison linéaire des deux solutions qui
forment la base: S =a.s1+ b.s9

Dans notre cas, cos(wx) et sin(wz) forment une telle base.
en effet Vr € R, acos(x)+ Bsin(z) =0 implique=a=0et =0
Démonstration :
considérons |'expression [a sin(x) + [ sin(z) = 0]
Vax € R signifie que nous pouvons prendre le cas = = 0:
asin(0) + Bsin(0) =0
asin(0) 4+ #sin(0) = 0
ax0+08x1 =0
=0
donc [asin(0) + Bsin(0) = 0] implique que =0
VvV € R signifie que nous pouvons également considérer le cas x = 1:
asin(1l) 4+ Asin(l) = 0
ax1l+08x0 = 0

a = 0



En conclusion Vz € R [asin(0) + 3 sin(0) = 0] implique que o ET 3 doivent étre nuls tous
les deux.

cos(wx) et sin(wx) forment donc un systéme libre.

Et puisque cos(wz) et sin(wx) sont toutes deux solution de I'équation 3" + w?y = 0, alors
ces deux solutions forment une base du plan vectoriel.

La solution générale de I'équation y” + w?y = 0 est donc la combinaison linéaire :

y = cos(wx) + Bsin(wx)

2.2 Cas général

Equation différentielle linéaire homogeéne du deuxiéme ordre a coéfficients constants

y”+ay’+by:O
L'équation du second degré:

r’+ar+b=0

est appelée équation caractéristique de |'équation différentielle homogéne.



Soit A =a® — 4b le déterminant de |'équation caractéristique.
Trois cas se présentent :
1. A >0 : I'équation caractéristique admet deux racines réelles distincte
alors : y=ae™* + (Ge2"
2. A=0: I'équation caractéristique admet une seule racine réelle (dite « double »)
alors: y=e"*(A\x + )

3. A < 0 : I'équation caractéristique admet deux racines complexes distinctes et conjuguées
a+ 7B et a— 30

alors: y=e*"[A cos(fx) + Bsin((z)] (une sinusoide croissante ou décroissante)

Dévellopons le cas 3:

A <O
A < 0
a?—4b < 0
A = —1(4b—a?)

J2(4b — a?)



. i\/4b — a2
racines de A{ ) “

— 3/ 4b — a?

racines complexes de |'équation caractéristique:

—a+ j/4b — a?
2

r =
—a — j+/4b — a?
ro = j2
a=-%
posons \/m
B= 2
rn = a+jp
ro = a—jf

Les solutions de I'équation différentielle 4" + ay’ + by =0 forment la combinaison linéaire sui-
vante

y = Ae"* 4 Be®



autre forme équivalente:

yl = ene
_ cla+if)s

— QT ejﬁac

= e* (cosfx + jsin fx)

ToX

Wrn = e

PO 5o I

= e* (cosfr — jsin fx)

Prenons
° (yl = y2) /2
o ()(yl—y2)/2

qui sont deux solutions réelles indépendantes comme base de |'espace vectoriel des solutions

(yl+4y2)/2 = e**(cos fx)
(y1-12)/2j = e°*(sinfr)



La combinaison linéaire formant |'ensemble des solutions devient:

y = Ae*®cos fr+ Be*sin Ox
— (A cos Bz + Bsin ()

Comme quoi d'une simple égalité entre une fonction et la dérivée de sa dérivée jaillit une
oscillation | Que dis-je? un espace vectoriel d'oscillations a (dé)croissance exponentielle | Et
¢a marche! Les oscillateurs sinusoidaux (dits “harmoniques") sont basés la-dessus (mais pas
les oscillateurs a relaxation).

Nous étudierons ca.
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